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1 Definitionen

Die LU-Zerlegung oder LR-Zerlegung ist die Zerlegung einer quadratischen Ma-
trix A in ein Produkt A = PLU. Dabei ist L eine untere Dreiecksmatrix mit
Einsen auf der Diagonale und U eine obere Dreiecksmatrix. Ist A nicht singulér,
besteht die Diagonale von U aus Zahlen ungleich Null. P ist eine Permutations-
matrix, die aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen von Spalten entsteht.
Das bedeutet, dass P in jeder Zeile und Spalte genau eine Eins enth&lt und
ansonsten aus Nullen besteht. Besondere Eigenschaft von P: es ist PT= P~!,
Bezeichnungen: LU bedeutet ,,lower-upper“, LR bedeutet ,links-rechts.
Regulédre Matrizen konnen stets als PLU-Produkt geschrieben werden. In man-
chen Féllen ist die P-Matrix (die durch Pivotierung u.a. fiir bessere numerische

Stabilitit sorgt), nicht nétig oder erwiinscht. Dann entsteht die vereinfachte

LU-Zerlegung von A als A = LU.

LR-Zerlegung
LU-Zerlegung

vereinfachte
LU-Zerlegung



2 (Allgemeine) LU-Zerlegung

In diesem Rechenverfahren werden Matrizen folgender Form benutzt:
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Ly_1 und Li_; haben diese Form U1 = (uij). Ux—1 hat dieselbe Gestalt.

@ Start: PO = LO = E’ru UQ = A.
@ Fiir jedes k von 1 bis n — 1 werden die folgenden Schritte durchgefiihrt:

@ Zeilen vertauschen, Pivotieren Pivotieren

Dieser Schritt ist nétig, falls Ug_1 an der Position (k, k) eine Null
enthélt. Man kann auch an dieser Stelle pivotieren, und die Zeile
k mit derjenigen Zeile [ darunter vertauschen, die in der Spalte k
das betragsgrofite Element enthélt.

° Uk_l ist Up_1 mit den Zeilen k und [ > k vertauscht

° ﬁk,l ist Li_1, wobei die ersten k — 1 Elemente der Zeilen k
und [ vertauscht sind (fiir & = 1 ist hier nichts zu tun)

e P ist P,_1 wobei die Spalten k£ und [ vertauscht sind.
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Py_1— Py Li—1 — Lip_1 Up—1 — Ug_1

Wird dieser Schritt {ibersprungen, wird einfach Py := Pj,_1,
L1 := Lg—q1 und Ug_q := Ug_1 gesetzt.
@) Eliminationsschritt Elimination

In diesem Schritt werden Vielfache der Zeile k zu den Zeilen dar-
unter addiert.



M - % Rl

P —————

ay sei der Quotient der Eintrige u;, und wugg in Ug_1, also

ULk
o) = —.
Ukk

e Dann entsteht Uy aus Uk,l, indem das —aqy-fache der Zeile k
zu den Zeilen [ mit [ > k addiert wird. Das ist genau das, was
man beim Gauf-Algorithmus tut, um unterhalb des Diagonal-
elements ugr Nullen zu erzeugen.

o L ist Ly_; mit FEintragen «; in Zeile | der Spalte k.
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Ubergang in Lj_;
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Wird in Uy_; an der Position (I, k) eine Null erzeugt,
wird in Li_1 an der Position (I, k) das Negative von «; eingesetzt.
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®) Mit P:=P,_y, L:= L, und U := U,_; ist die Zerlegung A = PLU
erreicht.

An jeder beliebigen Stelle kann eine Probe gemacht werden:

Stets muss P, LiUx = A und PiLy_1Uj_1 = A sein.
Bei dieser Variante der LU-Zerlegung hat die L-Matrix stets Eintrdge vom Be-
trag kleiner als eins.

3 Losung eines linearen Gleichungssystems mit
LU-Zerlegung.

Zur Losung von AT = b nimmt man folgende Schritte vor:



@ Bestimme die LU-Zerlegung von A: A = PLU
@) Lése PZ=b durch Z=PTb

(3) Lose Lij = Z rekursiv, beginnend mit y;.

@ Lose Ux = i rekursiv, beginnend mit x,,.

Bei der vereinfachten LU-Zerlegung ist P = F, @ fallt weg und es ist 2= b.

4 Beispiele

Beispiel 1: LU-Zerlegung von A =

Die drei Matrizen werden in einer groflen Matrix zusammengefasst:

100 0/1 0006 5 3 —10
010 0/0100[3 7 =3 5

[PolLo|Uo] = [E|EIA] = 001 0l0 0 10[12 4 4 4
000 1/0 00 1]0 12 0 -8

@ Pivotierung: Das betragsgrofite Element der ersten Spalte von Uy ist die 12
in der dritten Zeile. Die erste und dritte Zeile in Uy werden vertauscht. Dann
dndert sich in L nichts und in Py werden die erste und dritte Spalte vertauscht.

00 10[1000[12 4 4 4
o 0100/0100[3 7 -3 5
Pillolol =17 4 0 0lo 01 0|6 5 3 -10

000 1/000 1|0 12 0 -8

(2 Elimination.
Die erste Zeile wird

(i) mit —1/4 multipliziert und zur 2. Zeile addiert

(ii) mit — !/ multipliziert und zur 3. Zeile addiert
Daher werden in Ly folgende Werte eingetragen:

(i) 1/4 an Position (2,1)

(ii) !/2 an Position (3,1)



00101 000[12 4 4 4
o1 o00[Yi 1000 6 —4 4
AL =17 0 0 01h 0 1 0] 0 3 1 -12
000 1/0 0010 12 0 -8

@ Pivotierung. In der zweiten Spalte wird das betragsgréfite Element der
zweiten bis vierten Zeile gesucht. Dies ist die 12. Daher werden in U; zweite
und vierte Zeile vertauscht. In P; vertauschen sich die zweite und vierte Spalte,
in L; die Anfiinge der zweiten bis vierten Zeile bis zur Position £k — 1 = 1.

00 10[1 00012 4 4 4
. 0001/0 100[0 12 0 -8
AL =11 0 0 0|y 01 0l0 3 1 -12

01 00|% 00 1/0 6 —4 4

(@ Elimination
Die zweite Zeile wird

(i) mit —1/4 multipliziert und zur 3. Zeile addiert

(ii) mit — !/ multipliziert und zur 4. Zeile addiert
Daher werden in L; folgende Werte eingetragen:

(i) /1 an Position (3, 2)

(ii) !/2 an Position (4, 2)

0 01 01 0 0 012 4 4 4
0 0 0 1|0 1 0 0,0 12 0 -8
[PalLafOl = g g 01 14 1 0] 0 0 1 —10
010 0Y ' 0 1[0 0 -4 -8

@ Pivotierung: In Us; werden die dritte und vierte Zeile vertauscht, in Ps
dritte und vierte Spalte. In Ly werden die ersten beiden Eintrége (bis zur Spalte
k — 1 =2) der dritten und vierten Zeile vertauscht.

000 1[1 0 0012 4 4 4
- 0010/ 0 1 000 12 0 -8
BILsIUSI =11 0 0 01y 15 1 0] 0 0 -4 -8
0100 % 01[0 0 1 =10

(2 Im Eliminationsschritt wird in Us die mit 1/4 multiplizierte dritte Zeile zur
vierten addiert. Entsprechend wird in L3 an der Position (4, 3) der Wert —1/4



eingetragen.

001 01 O 0 0|12 4 4 4
000 1,0 1 0 0|0 12 0 -8
Bl LalUs] =\ | g o o Yy Y 1 0] 0 0 -4 8
01 00| Yy -t 10 0 0 -8
Damit ist die LU-Zerlegung von A erbracht: es ist
A:PLU:P3L3U3 mit
0 0 01 1 0 0 o0 12 4 4 4
0 01 0 0 1 0 O 0 12 0 =8
P=11 0 0ol "=y wp 1 o ™U=|p o —4 3
01 00 Yo Yy =14 1 0o 0 0 -8
6 5 3 -10 —10
. o |3 7 =3 5 » | 14
Beispiel 2: AZ¥ =0 mit A= 12 4 4 4 und b = 3
0 12 0 -8 -8

@ Die LU-Zerlegung von A ist bereits im vorigen Beispiel vorgenommen

worden.
(2) Die Losung von PZ=1bist
0 0 1 0ff(-10 8
- 0 0 01 14 -8
>_ pTp_ —
F=P=10 1 0 0| s 14
1 0 00 -8 —10
10 0 O |wn 8
.. - o 0 1 0 0 Y2 | -8
(3) Lose Lij = Z, also U 1y 1 0 |ys| | 14
o Yy =1y 1| |y —10

Zeilenweise ergibt sich von oben
=8 y2=-82—-4d+ys=14d=ys=16und4—-2—-4+4+y, =-10=

Ys = —8.
12 4 4 4 x 8
N S 0 12 0 =8| [=z2| [-8
(4 Lose UZ =, also 0 0 -4 8 v | = | 16
0 0 0 8] |74 -8

Zeilenweise ergibt sich von unten

—8ry=-8=>ux4,=1 —43+8 =16 = 23 = —2, 1220 — 8 = —8 =
ro=0und 1221 —844=8= 2, = 1.
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Damit ist die Losung & =



5 Vereinfachte LU-Zerlegung

Die vereinfachte LU-Zerlegung nimmt in L und U dieselben Umformungen wie
oben im Eliminationsschritt vor. Die P-Matrix fillt ebenso weg wie der Schritt
mit den Zeilenvertauschungen.

1 2 4
Beispiel 3: Zerlegung von A= | 2 3 8
-1 -3 -1
Wieder werden beide Matrizen in eine grofle geschrieben.
1 0 0] 1 2 4 Die erste Zeile wird mit —2
[LolUg)=] 0 1 0] 2 3 8 multipliziert zur zweiten und mit 1
00 1|-1 -3 -1 multipliziert zur dritten addiert.

Daher wird in L; an in Spalte 1 in der zweiten Zeile eine 2 und in der dritten
eine —1 eingetragen.

- Die zweite Zeile wird mit —1

[L.|U1] = ; (1) 8 (1) _21 g multipliziert zur dritten addiert.
e 10 1]l0 -1 3 Daher wird in L = Ly in Spalte 2 in

- der dritten Zeile eine 1 eingetragen.
Damit ist die LU-Zerlegung von A = LU mit L = Ly und U = U, erbracht.

Beispiel 4: Zerlegung von A = E) (1)}

Dieses Beispiel zeigt, dass die vereinfachte LU-Zerlegung nicht immer moglich
ist, da man ohne Zeilenvertauschungen keine Null in der unteren linken Ecke
von A = Ly erzeugen kann. Die allgemeine Zerlegung ist extrem einfach: es ist
P=Aund L =U = Es.

6 Kurzschreibweisen

Da bei der LU-Zerlegung viel geschrieben wird, bieten sich beim Rechnen von
Hand Abkiirzungen an:

(1D Die Spalten der P-Matrix bestehen aus den kanonischen Einheitsvek-
toren. Bei der weiteren Berechnung wird nicht P, sondern P~! = PT
benotigt, die mit der rechten Seite des Gleichungssystems multipliziert
werden. Statt der P-Matrix werden nur rechts von U die Indizes der

b1

(Zeilen)-Einheitsvektoren in P als Vektor 5= | @ | notiert.

DPn

Werden in U die Spalten k& und [ vertauscht, werden rechts davon in p’
die Eintrége an den Stellen k£ und [ vertauscht.



1 b1 by

. . — 3 7 b2 T b3
Beispiel: p' = 4 bedeutet, dass fiir b = b das Produkt P 'b zu b

3 4

2 by by

wird. d.h. in PTb werden die Elemente von b so angeordnet, wie es die
Abkiirzungszahlen in p fir P T angeben.

(2) Die L- und U-Matrizen werden in einer einzigen Matrix notiert. Die Ein-
trége von Ly werden in Uy an der Stelle notiert, an denen eine Null er-
zeugt worden ist. Dazu wird der Teil der Matrix, der zu L gehért, durch
eine Linie abgetrennt.

Bei einem Pivotierungsschritt werden dann die gesamten Zeilen der Ma-
trix samt dem rechts danebenstehenden p -Vektor vertauscht.

Beispiel 5: Beispiel 1 in Kurzschreibweise

6 5 3 -10 1
3 7 =3 5 2
12 4 4 4 3
0 12 0 -8 4

Ausgangssituation: [Py|Lo|Ug] = [E|E|4] :

Pivotierung: Vertausche Zeilen 1 und 3

12 4 4 4 3

ESEPS 7T =3 5 2
[PI‘L0|UO] . 5 3 —-10 1
4

0 12 0 =8

Eliminationsschritt: Addiere das — 1/4-fache der ersten Zeile zur zweiten und das
—1/p-fache zur dritten (und das 0-fache zur vierten).

(12 4 4 4 3
16 —4 4 2

[P1|L1|U1] : 1?2 3 1 —~12 1
4

012 0o -8

Pivotierung: vertausche Zeilen 2 und 4

(12 4 4 4 3

PO 0112 O —8 4
[P2|L1|U1] : 1/2 3 1 —12 1
a6 -4 4 2

Elimination: Addiere das — 1/s-fache der zweiten Zeile zur dritten und das —1/o-
fache zur vierten.

12 4

[Pa|L2|Us] =

N = oW




Pivotierung: vertausche Zeilen 3 und 4:

12 4 4 4

— N B W

Daraus setzt man wie oben U und L zusammen, indem man fiir L den Teil
unter der Trennlinie in eine Einheitsmatrix kopiert und fiir U diesen Teil auf
Null setzt:

1 0 0 0 12 4 4 4
0 1 0 0 0 12 0 -8
=1y, vy 1 o] U=l o 4 3
Uy Uy —14 1 0 0 0 -8

Will man P explizit angeben, so erhilt man aus p: P = [€3, €1, €2, €1].
In Z = PTb erhilt man

by 10 b3 8
b= b2 = 14 also Z= bs = -8

b3 8 bo 14

by -8 b1 -10

und weiter geht es wie oben.

7 LU-Zerlegung mit Ansatzen

Eine (k,l)-Bandmatrix ist eine Matrix, in der neben der Diagonalen nur Ele- Band-
mente von Null verschieden sein konnen, die hochstens k Zeilen unter oder [ matrix
Zeilen iiber der Diagonalen liegen.

Eine (0,0)-Bandmatrix ist eine Diagonalmatrix, eine (1,1)-Bandmatrix wird
Tridiagonalmatrix genannt. Tridiagonal-
Wichtige Eigenschaft: Das Produkt einer (k,0)-Bandmatrix L und einer (0,1)-  matrix
Bandmatrix U ist eine (k,[)-Bandmatrix. Das ldsst sich dadurch ausnutzen,

dass man die LU-Zerlegung von Bandmatrizen durch einen Ansatz zu ermittelt

versucht. Dieses Verfahren bestimmt eine LU-Zerlegung ohne Pivotierung.

(1) Man macht einen Ansatz fiir L als (k, 0)-Bandmatrix mit einer Diagonale
von Einsen und U als (0,!)-Bandmatrix.

@ Die erste Zeile des Produkts wird ausgewertet. Das ergibt Bedingungen
fiir die erste Zeile von U. Die erste Spalte ergibt Bedingungen fiir die
erste Spalte von L.



(3) Rekursiv werden die restlichen Produkte der k-ten Zeile und Spalte des
Produkts ausgewertet. Zusammen mit den bereits bestimmten Elementen
von L und U erhélt man die fehlenden Elemente der k-ten Zeile von U
und der k-ten Spalte von L

Beispiel 6: A =

ooopr—l

2
3
2/3
0
0

0 0 0
3.0 0
4 4 0
3% 5 5
0 45 6

(1) Da A eine Tridiagonalmatrix ist, ist der Ansatz A = LU mit

o~

1
2

=

L=1]0
0
0

0
1
l32
0
0

o~
w

0
0
1
4

0

0 0 U1 U2 0 0 0
0 0 0 U292 U223 0 0
0 0 und U = 0 0 U3z U34 0
1 0 0 0 0 Ugq4 Ugs
l54 1 0 0 0 0 Uss

@ Nun wird die Produkte der ersten Zeile und Spalte ausgewertet, die nicht
von vornherin Null sind:

uir uiz 0O 0 0
0 u22 u23 0 0
0 0 uss U34 0
0 0 0  usa uss
0 0 0 0 Us5

1 0 0 0 0 0 0 0

lo1 1 0 0 0 1/2

0 Is2 1 0 O 0

0 0 lu3 1 O 0

0 0 0 Isa 1 0

Daraus ergibt sich: 1-u;; =1 = w3 =1und 1-u12 =2 = uj2 = 2 und
dann mit dem schon gefundenen Wert von uq1:
lo1 -uin = 1o = log = Y.
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(3) Dasselbe mit der zweiten Zeile und Spalte:

1 2 0 0

U2 u2z 0
0 usz us4
0 0  Uaa uss
0 0 0 uss i

oo oo
o O O

1

0 0 0 0
5, 1 0 0 0 0 0
0 Isa 1 0 0
0 0 lLs 1 0 0
0 0 0 I 1 0

Wie oben ist: 2+ 1o+ 1-us =3 = ugy =2 und 1-ug3 =3 = ugg =3
und dann mit dem schon gefundenen Wert von ugo:
132 * U9 = 2/3 = 132 = 1/3.

(4) Dritte Zeile und Spalte:

1 2 0 0 0
0 2 3 0 0
0 0 ws3 uss 0
0 0 0 Ugqa  U4s
0 0 O 0 uss

1 0 0 0 O

i, 1 0 0 0

0 Y5 1 0 0 0

0 0 s 1 0 3/a

0 0 0 ls 1 5

Genauso: 133+ 1-u3zg3 =4=uzz3 =3 und 1 -uzy =4 = uzq =4, und
dann mit dem schon gefundenen Wert von ugs:
laz - ugs = 34 = lyz = Ya.

(5 Vierte und fiinfte Zeile und Spalte:

1 2 0 O 0
0 2 3 O 0
0 0 3 4 0
0 0 0 was ‘uss
0 0 0 0 uss

1 0 0 0 0
4, 1 0 0 0
0 Y5 1 0 0
0 0 Y 1 0
0 0 0 Iy 1 afs | [ 6]
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Vierte Zeile und Spalte: 14 -4+ 1 -ugyy =5=ugg =4 und 1-uyg5 =5 =
uz4 = 4, und dann mit dem schon gefundenen Wert von wuy4:
lsa - ugq = 45 = ls4 = Ys.

Schliellich ist in der unteren rechten Ecke
l54 - Uas + Uss = 15 -5+ uss =6 = uss = 5.

Damit ist A = LU mit

1 0 0 0 0 12 0 0 0

1/2 1 0 0 0 0 23 00
L=|0 1/3 1 0 0 und U=(0 0 3 4 0
0 0 1/4 1 0 0 0 0 45

0 0 0 1/5 1 0 00 05
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